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Im Folgenden ist (Bt)t≥0 eine eindimensionale standard Brownsche Bewegung und T > 0.

26. Zeige, dass das Itô-Integral für Prozesse f ∈ WF([0, T ]) unabhängig von der Wahl der
lokalisierenden Folge ist.

27. a) Es seien (µn)n∈N ⊂ R,
(

σ2
n

)

n∈N ⊂ R+ Folgen mit µn → µ und σ2
n → σ2, wobei µ ∈ R

und σ2 ≥ 0. Weiters seien (Xn)n∈N Zufallsvariablen mit Xn ∼ N
(

µn, σ2
n

)

für n ∈ N
und Xn

D
→ X für eine Zufallsvariable X. Zeige, dass X ∼ N

(

µ, σ2
)

.

b) Sei h : R+ → R eine stetige, deterministische Funktion. Beweise, dass für jedes
t ≥ 0 das stochastische Integral

∫ t

0 h(s)dBs normalverteilt mit Erwartungswert 0 und

Varianz
∫ t

0 h(s)2ds ist.

28. Beweise wie in Beispiel 19., aber nun mit Hilfe der Itô-Formel, dass

a)
∫ T

0 tdBt = TBT −
∫ T

0 Btdt,

b)
∫ T

0 B2
t dBt = 1

3B3
T −

∫ T

0 Btdt.

29. Sei X ∈ VF([0, T ]). Definiere

Zt = exp

{
∫ t

0
XsdBs −

1

2

∫ t

0
X2

s ds

}

, 0 ≤ t ≤ T.

Zeige mit Hilfe der Itô-Formel, dass Zt = 1+
∫ t

0 ZsXsdBs gilt und (Zt)t∈[0,T ] ein Martingal
ist, sofern (ZtXt)t∈[0,T ] ∈ VF([0, T ]) vorausgesetzt wird.

30. Sei Xt =
∫ t

0 vsdBs, 0 ≤ t ≤ T , wobei v ∈ VF([0, T ]). Zeige, dass der durch

Mt = X2
t −

∫ t

0
v2
sds, 0 ≤ t ≤ T,

definierte Prozess ein Martingal ist, wenn v beschränkt ist.
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