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Im Folgenden ist (Bt)t≥0 eine eindimensionale standard Brownsche Bewegung und T > 0.

24. Zeige für C > 0 die UngleichungP( sup
t∈[0,T ]

Bt ≥ C

)

≤ e−
C2

2T .

Hinweis: Beweise zunächst, dass (eλBs)s≥0 für λ ≥ 0 ein Submartingal ist, und wende die
Doob’sche Ungleichung an.

25. Sei f ∈ VF([0, T ]) und 0 ≤ λ ≤ 1. Das (λ)-Integral ist definiert durch

(λ)

∫ T

0
f(t, ω)dBt(ω) := lim

∆tj→0

∑

j

f(ξj , ω)∆Bj , wobei ξj = (1 − λ)tj + λtj+1,

sofern der L2(P)-Grenzwert existiert. Zeige, dass das (λ)-Integral alternativ auch als
L2(P)-Grenzwert von

lim
∆tj→0

∑

j

((1 − λ)f(tj , ω) + λf(tj+1, ω)) ∆Bj

berechnet werden kann, wenn f stetig differenzierbare Pfade hat.
Hinweis: Zeige f(ξj , ω) = (1 − λ)f(tj , ω) + λf(tj+1, ω) + O(|tj+1 − tj |).
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