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Im Folgenden ist (Bt)t≥0 eine eindimensionale standard Brownsche Bewegung und T > 0.

21. Zeige, dass die folgenden stochastischen Prozesse (Mt)t≥0 Martingale bezüglich der von
der Brownschen Bewegung (Bt)t≥0 erzeugten Filtration (Ft)t≥0 sind:

a) Mt = B2
t − t,

b) Mt = B3
t − 3tBt,

c) Mt = eσBt−
1
2
σ2t, σ ∈ R.

22. a) Sei (Xt)t≥0 ein reellwertiger, quadratmittelstetiger Prozess, d.h. für jedes t ≥ 0 gelten
E[X2

t ] < ∞ und
lim
s→t

E[(Xt − Xs)
2] = 0.

Zeige, dass die Funktion m : R+ → R+ definiert durch m(t) := E[X2
t ] stetig ist.

b) Beweise, dass (Bt)t≥0 quadratmittelstetig ist.

c) Nun sei f : R→ R eine Lipschitz-stetige Funktion. Zeige, dass der durch Yt := f(Bt)
definierte Prozess (Yt)t≥0 quadratmittelstetig ist.

d) Sei (Xt)t≥0 ein reellwertiger, progressiv messbarer, quadratmittelstetiger Prozess. Zei-
ge, dass

E

[
∫ T

0
X2

t dt

]

< ∞,

der stochastische Prozess (Xt)t≥0 also bezüglich der Brownschen Bewegung (Bt)t≥0

auf [0, T ] integrierbar ist.

e) Weiters sei (τn)n∈N eine Folge von Zerlegungen τn =
{

0 = tn0 < · · · < tn
k(n)+1 = T

}

des Intervalls [0, T ]. Wir nehmen an, dass die Folge (τn)n∈N aufsteigend ist, d.h.
τn ⊂ τn+1 für jedes n ∈ N, und dass die Feinheit von τn gegen 0 konvergiert, also
supi=0,...,k(n)

∣

∣tni+1 − tni
∣

∣ → 0 für n → ∞. Zeigen Sie, dass

k(n)
∑

i=0

Xtn
i
(Btn

i+1
− Btn

i
)

L2→

∫ T

0
XtdBt für n → ∞.

23. Sei (Mt)t≥0 ein rechts-stetiges Martingal. Beweise, dass

a) E
[

(supt∈[0,T ] ‖Mt‖)
p
]

≤
(

p
p−1

)p

E [‖MT ‖
p] für p > 1,

b) P(supt∈[0,T ] ‖Mt‖ ≥ λ) ≤ 1
λp E [‖MT ‖

p] für p ≥ 1 und λ > 0.

Hinweis zu a): Für p > 0 und jede nicht-negative reelle Zufallsvariable X gilt E [Xp] =
∫ ∞

0 pλp−1P(X ≥ λ)dλ. Benutze diese Identität in Verbindung mit P(

supt∈[0,T ] Xt ≥ λ
)

≤

1
λ
E

[

XT1{supt∈[0,T ] Xt≥λ}

]

für λ > 0 und jedes rechts-stetige Submartingal (Xt)t≥0.

1


