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Konvention: Brownsche Bewegungen haben stetige Pfade.

15. Sei (Bt)t≥0 eine eindimensionale standard Brownsche Bewegung und tnk := t ∧ (k2−n) für
t ≥ 0 und n, k ∈ N. Zeige
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16. (Brownsche Brücke) Sei (Bt)t≥0 eine d-dimensionale standard Brownsche Bewegung (d ∈N). Definiere den Prozess X = (Xt)t∈[0,T ] durch Xt := Bt + t/T (a − BT ) für T > 0

und a ∈ Rd. Zeige, dass X ein stetiger Gauß’scher Prozess ist und E[Xt] = at
T

sowie
Cov[Xt, Xs] = ((s ∧ t) − st/T )Id gilt für s, t ∈ [0, T ].

17. Sei (Ω,F ,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit Filtration F = {Ft}t≥0 und I = [0, T ], T >
0, ein Intervall. Weiters sei (Bt)t≥0 eine eindimensionale standard Brownsche Bewegung
bezüglich P und F. Beweise die folgenden Aussagen über das Itô-Integral für einfache
Funktionen f ∈ WF(I).

• Das Itô-Integral ist unabhängig von der Darstellung der einfachen Funktion f .

• Das Itô-Integral ist linear.

•
∫ S

0 fdBt ist stetig bezüglich S ≤ T .

• E[
∫ T

0 fdBt] = 0.

•
∫ S

0 fdBt ist FS-meßbar für S ≤ T .
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