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1. Sei (Ω,F ,P) ein vollständiger Wahrscheinlichkeitsraum, (S,S) ein meßbarer Raum und
N = {A ⊂ Ω | ∃B ∈ F mit A ⊂ B und P (B) = 0}.

a) Sind X, Y : Ω → S Funktionen mit {X 6= Y } ∈ N . Beweise, dass X genau dann
meßbar ist wenn Y meßbar ist.

b) Sei Xn : Ω → S, n ∈ N eine Folge von Zufallsvariablen und X : Ω → S eine Funktion,
so dass {Xn 9 X} ∈ N . Zeige, dass X meßbar ist.

2. Sei (Xi)i∈I eine Familie reeller Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum und I

eine beliebige Indexmenge. Zeige, dass diese Familie genau dann unabhängig ist, wenn für
jede Wahl einer Familie (αi)i∈I reeller Zahlen die Familie ({Xi ≤ αi})i∈I von Ereignissen
unabhängig ist.

3. Sei (Ω,F ,P) mit Ω = [0, 1], F = B [0, 1], P = λ|[0,1] (λ sei das Lebesguemaß auf F , B [0, 1]
die Borel σ-Algebra auf [0, 1]). Betrachte die beiden stochastischen Prozesse X und Y mit
der Indexmenge T = [0, 1]:

Xt (ω) =

{

1 t = ω

0 t 6= ω
und Yt (ω) = 0 ∀ (t, ω) ∈ [0, 1] × [0, 1] .

Zeige, dass X und Y dieselben endlich-dimensionalen Verteilungen besitzen, aber X uns-
tetige Pfade hat während die Pfade von Y alle stetig sind.

4. Es seien X und Z zwei unabhängige Zufallsvariablen mit X ∼ N (0, 1) undP (Z = 1) = P (Z = −1) =
1

2
.

Definiere Y = ZX und zeige, dass Y ∼ N (0, 1), aber der Vektor (X, Y ) nicht normalver-
teilt ist.

5. Es seien Y ∼ N (0, 1) eine standard normalverteilte Zufallsvariable und a > 0 beliebig.
Die Zufallsvariable Z sei definiert durch

Z =

{

Y falls |Y | ≤ a

−Y falls |Y | > a.

Zeige, dass auch Z standard normalverteilt ist, d.h. Z ∼ N (0, 1).
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